Paradoks Kawalera de Méré

Kawaler de Méré, czyli Antoine Gombaud lubił gry hazardowe. Np. stawiał na zdarzenie pojawienia się co najmniej raz szóstki w kolejnych czterech rzutach kostką.  To było wygodne, bo zdarzenie to wydawało się na podstawie doświadczenia niedoświadczonych hazardzistów równie dobre jak zdarzenie przeciwne. W tych czasach wyłapywano takie pary zdarzeń, które wydawały się mieć równe szanse. Ale de Méré był doświadczonym hazardzistą i zauważył, że stawiając na to zdarzenie wygrywał częściej niż przegrywał. Funkcjonowało to do czasu, aż się jego towarzysze gry zorientowali, jak to jest naprawdę z tymi równymi szansami.  Wtedy chytry de Méré pomyślał sobie tak: jak dołożę jeszcze jedną kostkę i będę stawiał na podwójną szóstkę przy rzucie dwoma kostkami, to też będę wygrywał, bo przecież dodatkowa kostka to jeszcze 6 razy tyle możliwości, muszę tylko 6 razy dłużej rzucać tymi dwoma kostkami – czyli 24 razy, 4 razy 6 równa się przecież dwadzieścia cztery. I łatwo mi będzie o tym przekonać partnerów, przecież znają 'regułę trzech'. 

6 możliwości na kostce  daje równe szanse szóstce przy 4 rzutach
6 × 6 możliwości            da    równe szanse podwójnej szóstce  przy 6 × 4 = 24 rzutach
 Jak pomyślał tak zrobił. Bardzo się dziwił potem, że przy takim systemie częściej przegrywał niż wygrywał. 
Pan Antoni Gombaud dysponował tylko regułą trzech i prawdopodobnie nie był biegły w ułamkach. Takie było powszechne wykształcenie ludzi w matematyce w XVII wieku.  

Napisał więc list do znanego już w tym czasie matematyka, Błażeja Pascala: Panie Pascal, do diabła z tą matematyką, stawiałem na co najmniej jedną szóstkę w czterech rzutach i wygry​wałem, a gdy zgodnie z "regułą trzech"  rzucałem dwoma kostkami 24 razy, to przegrywałem. Coś się tu nie zgadza, arytmetyka zawodzi. Doświadczenie pokazuje, że jest sprzeczna.

Pascal zastanawiał się trochę, napisał do Fermata list z zapytaniem, co on o tym sądzi. A potem sam rozwiązał zagadnienie i gdy dostał odpowiedź od Fermata, znów napisał do niego: "cieszę się, że prawda jest taka sama w Tuluzie, jak w Paryżu". To zdanie stało się swego czasu słynne i często cytowane, zwłaszcza po doświadczeniach prowadzących do wykrycia ciśnienia atmosferycznego i próżni, ale wypowiedziane było w liście Pascala do Fermata z dnia 29 lipca 1654 roku. Odpowiedzi Fermata niestety zaginęly. Zmartwienie pana de Méré stało się sławne, jak również jego konsekwencje i stało się często cytowane jako początek nowej dyscypliny, próbującej okiełznać niepewności. Opowiadanie to może posłużyć do dramy na lekcji matematyki podpartej analizą w Excelu lub innym arkuszu kalkulacyjnym: reguła trzech, w tych czasach jedyny model matematyczny znany przy zwykłych kupieckich i domowych rachunkach. Ten model zawiódł. Trzeba było znaleźć inny model. I takie były początki współczesnego "rachunku częstości", czyli prawdopodobieństwa i statystyki. W sieci jest sporo o Pascalu, Fermacie, Chevalier de Méré, ich korespondencji. Rachunki można prowadzić na zwykłym kalkulatorze, ale sprawdzenie symulacją na Excelu, dla wyjaśnienia, ile musiał się narzucać kostkami uparty hazardzista aby zauważyć różnicę w częstościach doświadczalnych. A musiał, bo nie miał dobrego modelu teoretycznego.

(Reguła Trzech "Regula Tri", bardzo rozpowszechniona w XVII wieku regułka do dziś stosowana w wielu szkołach zawodowych i wśród tzw. ludzi myślących "ściśle", patrz np Matematyka, kompendium, Świat Książki, Warszawa 2005, str. 86-92  lub Reguła Trzech w sieci )
My dzisiaj mamy inny model do przewidywania częstości zdarzeń. Inaczej modelujemy częstości. Mamy rachunek prawdopodobieństwa.  Prawdopodobieństwo to nazwa długa i niezbyt szczęśliwa. Ale tak mówimy, tak się przyjęło, chociaż nie ma to nic wspólnego z prawdą czy fałszem. Przewidywanie przyszłości może być trafne lub chybione. Model matematyczny może być trafny lub chybiony, zgodny z doświadczeniem lub też nie. Ta długa nazwa  „prawdopodobieństwo” kojarzy się raczej jasnowidzeniem i bierze się z języka potocznego.

Porównaj to np. ze zwrotem „Cyganka prawdę ci powie”. Podobnie jak w języku polskim, jest w języku niemieckim. Prawdopodobieństwu odpowiada „Wahrscheinlichkeit”. Ale w języku angielskim i podobnie francuskim jest inaczej. Nazwa „probabilisty” wiąże się z aprobowalnością modelu, np. z tym, że model oparty na regule trzech nie jest aprobowany, nie wytrzymuje próby. Nasz model do przewidywania częstości można nazwać modelem równych szans. Analizujemy mechanizm losowy, który prowadzi do przewidywalnych wyników. Opieramy się na symetrii mechanicznego urządzenia, które produkuje wyniki. Może to być kostka do gry, dwie kostki biała i czerwona, ruletka lub jeszcze coś innego.   

Zrób odpowiednie obliczenia na kalkulatorze. Rzut kostka daje 6 możliwych wyników.
Przyjmujemy, że każde z tych zdarzeń ma równe szanse, bo kostka jest symetryczna. Pewność trzeba więc podzielić na 6 równych części. Zdarzenie, że szóstka wypadnie w pojedynczym rzucie ma szanse równe  
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 . 
Na kalkulatorze

6÷=

0.1666666 
Zdarzenie przeciwne, że szóstka nie wypadnie, ma szanse 
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na kalkulatorze


5÷6=

0.8333333

To, że szóstka nie wypadnie w czterech rzutach ma szanse  ( 
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 Na kalkulatorze druga potęga liczby 
[image: image4.wmf]6

5



×=

0.694443

trzecia potęga liczby  
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=

0.5787035

czwarta potęga liczby 
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=

0.4822528    
to znaczy szanse  p, że ani razu w czterech rzutach nie pojawi się szóstka są 

mniejsze niż  0.5. Trzeba obstawiać zdarzenie przeciwne, które ma szanse 1–p  

Zapamiętamy  liczbę  0.4822528


M+    

M+   0.4822528    

Teraz odejmiemy to, co zapamiętane od jedynki, zerując pamięć


1–MRC MRC=

0.5177472    
Takie są szanse na pojawienie się co najmniej jednej szóstki w czterech 

rzutach. Ta liczba jest większa od 0.5 .  A więc można obstawiać to zdarzenie. 

Przeanalizuj dokładnie te obliczenie i wyjaśnienia. To jest
świetne ćwiczenie stylu na formułowanie zdania i jego zaprzeczenia. 
Zdanie 

"W żadnym z czterech rzutów nie pojawi się szótka" 

 ma zaprzeczenie

"Szóstka pojawi się co najmniej raz" 
To odnosi się do przyszłości.

lub

"W każdym z czterech rzutów nie pojawiła się szóstka" 

ma zaprzeczenie

"Był wśród tych czterech rzutów co najmniej jeden taki, w którym wypadła szóstka"

To mówi o tym, co już zaszło.

Spróbuj to lub inne zdarzenie i zdarzenie do niego przeciwne sformułować jeszcze trochę inaczej. 

Tak po prostu dla zabawy. Dla ćwiczenia języka i stylu.
Spróbuj teraz  jakie szanse ma pojawienie się podwójnej szóstki co najmniej raz, w 24 rzutach dwoma kostkami.  Tym razem liczbę 
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 trzeba ponieść do 24 potęgi. Należy więc tę liczbę pomnożyć "przez siebie" dwadzieścia trzy razy. Jeżeli poprawnie to wykonasz na kalkulatorze 

35÷36=

0.9722222


×=

0.945216


i jeszcze 22 razy naciśniesz na znak równości, to dostaniesz liczbę  
0.5085951     


Teraz wystarczy zapamiętać tę liczbę używając M+, a następnie korzystając z MRC

1 – MRC=

0.4914049
Ta liczba jest mniejsza od 0,5 .  Szanse teoretyczne na to, aby podwójna szóstka pojawiła się przy 24 rzutach dwoma kostkami co najmniej raz są mniejsze niż szanse na zdarzenie przeciwne.

Zauważ, że różnica tych liczb pojawia się na drugim miejscu po przecinku. Ta różnica jest trochę mniejsza od 0,02 .  Z relacji Pascala nie wydaje się, aby Kawaler de Méré był biegły w porównywaniu ułamków. Przypuszczalnie zauważył  tę różnicę doświadczalnie. 
W liście do Fermata, Pascal tak charakteryzuje Pana Gombaud:

[image: image8.jpg]Je n’ai pas le temps de vous envoyer la démonstra-
tion d'une difficulté qui étonnait fort M..., car il a tres
bon esprit, mais il n'est pas géométre (c’est, comme vous
savez, un grand défaut) et méme il ne comprend pas
qu'une ligne mathématique soit divisible a I'infini et
croit fort bien entendre qu’elle est composée de points en
nombre fini, et jamais je n’ai pu I’en tirer. Si vous pou-
viez le faire, on le rendrait parfait.

Il me disait donc qu’il avait trouvé fausseté dans les
nombres par cette raison :

Si on entreprend de faire un six avec un dé, il y a
avantage de l'entreprendre en 4, comme de 671 a 625.

Si on entreprend de faire Sonnez avec deux dés, il y a
désavantage de l'entreprendre en 24.

Et néanmoins 24 est a 36 (qui est le nombre des faces
des deux dés) comme 4 a 6 (qui est le nombre des faces
d'un dé).

Voila quel était son grand scandale qui lui faisait dire
hautement que les propositions n’étaient pas constantes
et que I'arithmétique se démentait : mais vous en verrez
bien aisément la raison par les principes ou vous étes.

Je mettrai par ordre tout ce que j'en ai fait, quand




ryc. 1  B.Pascal , Oeuvres Complets,  Editions du Seuil, 1963, str. 45  
W tym liście do Fermata, Pascal ubolewa, że pan M..., czyli kawaler de Méré, nie rozumie, że odcinek geometryczny składa się z nieskończonej liczby punktów.  Proponuje Fermatowi, aby mu to wyperswadował. Niestety nie wiemy, czy ten zabieg dydaktyczny się udał. Ale wiemy jakie było rozumowanie. Skoro szanse pojawienia się szóstki przy czterech rzutach jedną kostką są większe niż szanse zdarzenia przeciwnego, to powiększając liczbę wyników sześciokrotnie przez dołączenie drugiej kostki, rzucając dwoma kostkami, odpowiednio do tego trzeba  zwiększyć liczbę rzutów. To znaczyło dla niego, że trzeba pomnożyć liczbę 4 przez 6. Znał tylko proporcjonalność prostą, w formie "Reguły trzech".  Ten wynik nie był zgodny z doświadczeniem pana M...  .  Obwiniał matematykę, bo nie znał innych zależności niż proporcjonalność prosta.
[image: image9.jpg]4. Wybrane :x:hiuh historii
rachunku pra podobmilsm i statystyki

W liscie Pascala do Fermata z dnia 29 lipca 1654 roku, znajduje si¢
taka wypowiedz:

Nie mam czasu, zeby Panu przestaé rozwiazanic pewnej trudnodci, kidra porussyla
bardzo pana M..., chociaZ jest on bardzo bystrym czlowickiem, nie zna sig na geometrii
(o jak Pan wie, jest wielky wada) i nie rozumie nawet tego, ¥ linia matematycmma
(odeinek) daje si¢ dzielié na nieskoriczenie wiele czgici i jest mocno prackonany, &
sklada si¢ ze skofczonej liczby punktow, i nie moglem mu tego wybié z glowy. Gyby
Pan to mégl uczynic, bylbym pelen podziwu. Mowil mi on, % znalazl spraccenok
rachunkowa, a t0 Z tego powodu:
Jezeli cheemy dostaé pojedyncza szostke rzucajac jedng kostky, to szansa na to
w czterech rzutach jest taka jak 671 do 625. Jeseli jednak chcialoby si¢ wygraé raucajee
jac na podwojng w24 1o szanse na 10 %
‘niesprzyjajace. I to wbrew temu, z 24 ma si¢ do 36 (tj. do liczby dcianek dwéch kostek)
jak 4 do 6 (tj. do liczby écianck pojedynczej kostki). Z tego powodu wyczynia wielki
skandal i rozglasza, 7 twierdzenia nie sy pewne i arytmetyka klamie: ale Pan mok
tatwo wskaza¢ na podstawie swoich zasad, gdzie jest racja. Uporzadkuj¢ wazystko e
otrzymalem na ten temat, jak tylko wykoficzg prace o geometrii nad ktory jul Sigesg od
jakiegos czasu...”.






ryc. 2  A.Walat, W.Zawadowski, Matematyka IV, str. 230, WSiP 1990

Był bystry ale miał braki w geometrii. Uważał, że odcinek składa się ze skończonej liczby punktów. A Ty? Co na ten temat sądzisz?  
Zadanie 1 Gdyby pan Antoni Gombaud wpadł na pomysł jednoczesnego rzucania dla zmylenia przeciwnika trzema kostkami, to ile razy musiałby rzucać rozumując wg Reguły Trzech? Ale ile razy wg. modelu, którym posługujemy się w takich okolicznościach dziś?
Zadanie 2  (Regula Tri) Jeżeli na pewnym oddziale w szpitalu w ciągu trzech tygodni przy obsłudze 45 chorych wymieniono na czyste 120 prześcieradeł, to ile trzeba będzie przygotować czystych prześcieradeł do wymiany dla 65 chorych w ciągu miesiąca?  (Patrz wymienione Kompendium, można też poszukać "Reguły trzech" w internecie). 

Jak uogólnić te zadania?
Zadanie 3 (Bolesław Prus, Kłopoty Babuni, str 65, cytat)  "Zadam ci przykład. Uważaj mały i pisz. Jeżeli   
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  żołnierzy kończą pewną, podróż w ciągu 20 i 
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 godzin,  to 47 i 
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 żołnierzy, w ile godzin tę samą podróż ukończą ?... Uważaj mały!., źle napisałeś. Powtórz zadanie. Socio milczy i jak najostrożniej obraca pióro w rękach.
— Czy zrozumiałeś mały? pyta gwałtowny egzaminator, udając, że nie zwraca uwagi na wymowne grymasy filologa.
— No, Sociu!.. odzywa się babka, — nie rób sobie wstydu. To przecie wiesz, bo twój dziadek był w wojsku" koniec cytatu, ale opowieść idzie dalej…  warto zajrzeć na tę stronę do książki i też do sieci.
Literatura 
Raymond Queneau, Ćwiczenia stylistyczne, wyd. Świat Literacki 2005, lub Wikipedia    
(Exercises de style w sieci)  
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